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概 要 プッシュダウンシステム（PDS）はスタックを備えた計算モデルであり，再帰
的なプログラムの解析などに用いられて来た．また，より複雑な解析の為にスタックの
検査が出来る Conditional PDSと，スタックの変更が出来る Timed PDSなどが提案さ
れ，それぞれ PDSへ還元出来ることが示されている．
本論文では，これらConditional PDSとTimed PDSを統一したような，スタックに対

する検査と変換の両方を行うことの出来る計算モデルであるConditional Transformable
PDS（CTPDS）と，これを形式化する為に用いるトランスダクション規則で拡張した
PDS（TrPDS）を提案する．特に TrPDSから PDSへの変形により，CTPDS上の位置
到達可能性問題が決定可能であることを示す．

1 はじめに
プッシュダウンシステム（PDS）は，再帰的な振る舞いをするプログラムの解析の為の計算モデ

ルとして広く研究されてきた [1]．特に PDSにおいては到達可能性問題（reachability problem）が
決定可能であり [2, 3]，LTLによって拡張したモデル検査も決定可能であることが分かっている [4]．
PDSは色々な形で拡張されて来た．例えば，Esparzaらは pushdown system with checkpointsとい

う，スタックが与えられた正則言語に入るかどうかを調べる能力を持ったPDSを提案し，pushdown

system with checkpoints は PDSと等価であることと，実行中のスタック検査（stack inspection）
が必要になるプログラム解析への応用を示した [5]．Liと小川はスタックを正則言語によって検査
するというアイディアを，conditional pushdown systemとして見直し，特に重み付きプッシュダウ
ンシステムを conditional weighted pushdown system へと拡張し，プログラム解析へ応用した [6]．
スタックの内容を変更することを許す拡張としては，離散時間の概念でスタックアルファベット

を拡張したTimed Pushdown Systems[7]がある．Timed PDSではスタックアルファベットが年齢
によって拡張され，スタック中の全ての年齢を増やす遷移を持つ．特にAbdullaらは [7]において，
Timed PDSの到達可能性問題が，従来の PDSの到達可能性問題へ還元出来ることを示している．
本論文では，スタックの変更と検査の両方を許す PDSとして Conditional Transformable PDS

（CTPDS）を提案し，位置到達可能性問題が決定可能であることを示す．CTPDSにおける検査は
スタックが与えられた正則言語に入るかどうかを調べるもので，Liらの提案したConditional PDS

と同等である．一方CTPDSにおける変換は，アルファベット上の関数をスタック全体に作用させ
てスタックを変換することを指し，Timed PDSを十分に実現出来るような，より一般化した操作
である．
CTPDSの形式化及び，位置到達可能性問題が決定可能であることを示す為に，トランスダクショ

ン規則を備えた PDS，TrPDSを導入した．我々の方針は次のようである．TrPDSの位置到達可能
性問題が，PDSの位置到達可能性問題に還元出来ることを示し，有限のスタックアルファベットを



持つPDSに還元出来る場合には，前者の問題が決定可能であることを示す．次に，CTPDSで必要
になる各操作をトランスダクションとして定義出来ることを示し，CTPDSをTrPDSの具体例とし
て定義することによって，CTPDSの位置到達可能性問題が決定可能であることを示す．
TrPDSからPDSへの問題の還元は，実際にはPDSと本質的に同等なFPDSというシステムを導

入し，TrPDSからFPDSの構成をすることで行うが，この構成はAbdullaらが [7]においてTimed

PDSから PDSを構成するアイディアから示唆を得たものである．
論文の構成は以下の通りである．2節で，本論文で用いる有限 letter-to-letterトランスデューサ及

びトランスダクションを定義する．3節で，トランスダクション規則を備えたPDS，TrPDSを導入
する．TrPDSは，トランスダクションを用いたスタックの変換を行う計算モデルであり，CTPDS

の検査と変換はトランスダクションで自然に表現出来るので，TrPDSとしてCTPDSを扱うことが
出来る．4節と 5節では，TrPDSと対になる計算モデルとしてFPDSを導入し，トランスダクショ
ンとその上の操作を代数系として捉えた T -Alg を導入する．FPDSは，TrPDSにおけるスタック
全体への作用をスタックトップに対する作用として表現する為の計算モデルであり，2つのシステム
の関係性として強双摸倣性を示す．T -Algは，FPDSのスタック上で（局所的に）トランスダクショ
ンを実行する為の代数である．6節で与えられたTrPDSからFPDSを構成し，7節でTrPDSと構
成された FPDSの強双摸倣性を示す．続く 8節で TrPDSにおける位置到達可能性問題を，FPDS

における同様の問題に還元する．9節では，CTPDSの位置到達可能性問題が決定可能であること
を示す為に，CTPDSの実現に必要なトランスダクションの集合から有限 T -Alg を構成する．

2 準備 : 有限 letter-to-letterトランスデューサ
アルファベット Γ上の有限 letter-to-letterトランスデューサとは，Γ× Γ上の有限オートマトン

である．本論文では単に Γ上のトランスデューサ，もしくは Γが文脈から明らかな時はトランス
デューサと書くことにする．Γ上のトランスデューサ tはオートマトンであるから，次のような 5つ
組で表すことが出来る．

t = (Q,Γ,∆, qI , QF )

それぞれQは状態（state）の有限集合，Γは有限のアルファベット，∆ ⊆ Q× (Γ× Γ)×Qは有限
の遷移関係，qI ∈ Qは初期状態（initial state）で，QF ⊆ Qは受理状態（final state)の有限集合
である．
Γ上のトランスデューサ tに対する言語 L(t) ⊆ (Γ× Γ)∗もオートマトン同様に定義される．トラ

ンスデューサのアルファベット ⟨i, o⟩ ∈ Γ× Γは，入力が i，出力が oであると考えられて，この時
に言語 L(t)は文字列から文字列の集合を生成する関数 t : Γ∗ → P(Γ∗)として捉えられる．特に文
字列 wに対する作用が次のように定義される．

t(w) = t(a1 · · · an) = {w′ | w′ = b1 · · · bn , ⟨a1, b1⟩ · · · ⟨an, bn⟩ ∈ L(t)}

一般に τ ∈ Γ∗ → P(Γ∗)は，Γ∗から Γ∗へのトランスダクション（transduction）と呼ばれ，特に
上の tのように（letter-to-letterな）トランスデューサで特徴付けられる場合は，length-preserving

transductionと呼ばれる．またトランスダクション τ は，Γ∗上の関係 τ ⊆ Γ∗ × Γ∗としても捉える
ことができ，以後関係としても用いることにする．
ここで Γ上のトランスデューサによって特徴付けられる length-preserving transduction全体を

TransdΓと書くことにする．TransdΓは，Γ× Γ上の正則言語全体と明らかに同型である．また，
以後トランスデューサ tとトランスダクション tは，特に区別せずに書くことにする．
トランスダクションの作用を，次のように言語に拡張する．

t(L) =
∪
w∈L

t(w)



トランスダクション上の重要な演算として合成がある．t1, t2 ∈ TransdΓの合成は，
t2 ◦ t1 =

{⟨
w,w′′⟩ | ⟨w,w′⟩ ∈ t1,

⟨
w′, w′′⟩ ∈ t2

}
として定義され，t2 ◦ t1 ∈ TransdΓとなる．また，合成については t2(t1(w)) = (t2 ◦ t1)(w) が成立
する．特に次のトランスデューサ 1は，合成についての単位元になっている．

1 = ({q},Γ,∆, {q}, {q}) ∆ = {⟨q, ⟨γ, γ⟩ , q⟩ | γ ∈ Γ}

tは Γ× Γ上の正則言語としてみられるので，その商（left quotient）を考えることができ，特に
これを effectiveに計算出来る [8, 9]．⟨

γ, γ′
⟩−1

t = t′ ただし t′ =
{⟨
w,w′⟩ | ⟨γw, γ′w′⟩ ∈ t

}
また，商を用いても入力 wに対するトランスダクションの作用を定義することが出来る．

t(λ) = ν(t) ν(t) =

{λ} ⟨λ, λ⟩ ∈ t

∅ otherwise

t(γw) =
∪
γ′∈Γ

γ′ ◁
Ä⟨
γ, γ′

⟩−1
t
ä
(w)

ただし，w ◁W = {ww′ | w′ ∈ W}である．また，λ ∈ Γ∗は空文字列である．

例 1 : 正則言語から生成されるトランスダクション Lを Γ上の正則言語であるとすると，これを
受理する有限オートマトンAが存在し，A = (Q,Γ,∆, qI , QF )と書くことが出来る．この時，‹A = (Q,Γ,∆′, qI , QF ) ∆′ = {⟨p, ⟨γ, γ⟩ , q⟩ | ⟨p, γ, q⟩ ∈ ∆}

としてトランスデューサ ‹Aを定義すると，トランスダクションとして見た時に w′ ∈ ‹A(w) ⇐⇒
w′ = wかつ w ∈ L(A) が成立する．

例 2 : Γ上の関数から生成されるトランスダクション Γ上の関数 f ∈ Γ → Γが与えられた時に，
次のようなトランスデューサ f̂ を構成出来る．

q

γ1/f(γ1), . . . , γn/f(γn)

f̂ = ({q},Γ, {⟨γ, f(γ)⟩ | γ ∈ Γ} , q, {q})
この時，トランスダクション f̂ について f̂(c1c2 · · · cn) = {f(c1)f(c2) · · · f(cn)}が成立し，f̂ は f を
文字列上に拡張した関数と同一視出来る．

3 トランスダクション規則で拡張されたPDS（TrPDS）
TrPDSは，トランスダクションによってスタックの変換が出来るように拡張した PDSである．

TrPDSは次のような 4つ組で表される．
TrPDS S = (Q,Γ, T ,∆)

それぞれQは位置（control location）を表す有限集合，Γはスタックアルファベットを表す有限
集合，T ⊆ TransdΓはトランスダクションの有限集合，∆ ⊆ (Q×Γ×Q)⊎ (Q×Q)⊎ (Q×T ×Q)

は遷移規則を表す有限集合となっている．ただし，1 ∈ T とする．
TrPDS Sにおける計算状況（configuration）を，位置 q とスタックアルファベット上の文字列 w

を用いて対 ⟨q, w⟩で表す．従って，計算状況の全体 Conf (S)は次のように定義される．
Conf (S) = Q× Γ∗



定義 1 (遷移関係). TrPDS上の遷移を表すラベル（δ ∈ ∆）付きの遷移関係
δ−→ ⊆ Conf (S)× Conf (S)

は，次のように遷移規則をもとにして定義される．

Push δ = ⟨p, γ, q⟩の時，⟨p, w⟩ δ−→ ⟨q, γw⟩
Pop δ = ⟨p, q⟩の時，⟨p, γw⟩ δ−→ ⟨q, w⟩
Transduce δ = ⟨p, t, q⟩の時，⟨p, w⟩ δ−→ ⟨q, w′⟩ ただしw′ ∈ t(w)

TrPDSには，スタックトップのアルファベットを調べるような遷移規則は無いが，Transduce遷
移規則を用いて表現出来る．例えばスタックトップが γ ∈ Γであるかどうかを調べたい場合には，
t = (γ, γ)(Γ,Γ)∗であるようなトランスダクション tを用いれば良い．これによって PDSをTrPDS

で実現することが出来る．

例 1 2-計数機械の実現 TrPDS S = (Q,Γ = {0, 1, ε}, {d0, t0, d1, t1},∆)によって（εは空文字列
ではなく単にアルファベットであることに注意），カウンタ 0, 1を持つ 2-計数機械を実現するこ
とが出来る．ここで d0はスタックから 0をデクリメントするようなトランスダクションで，d0 =

[(1, 1)|(ε, ε)]∗(0, ε)(Γ,Γ)∗ となる．これから分かるように，アルファベット εで消去を表す．また，t0
はスタックに 0が含まれているかどうかを調べるトランスダクションで，t0 = (Γ,Γ)∗(0, 0)(Γ,Γ)∗と
なる．カウンタ 1についても同様に定義する．このようにして 2-計数機械を実現出来るので，TrPDS

は一般にチューリング完全であることが分かる．

例 2 Conditional PDSの実現 Conditional PDSは，スタックを文字列としてみた時に，それが
与えられた正則言語に入るかどうかを調べることが出来る PDSである．与えられた言語は正則で
あるからそれを受理する有限オートマトンAが存在し，‹Aを用いてTrPDSでConditional PDSを
実現出来る．

4 FPDS

TrPDSはスタック全体に対する処理を行う計算モデルであるが，その各処理をスタックトップ
への処理だけが許される PDSで摸倣する．しかし通常の PDSで摸倣しようとすると，TrPDSの 1

つの遷移を PDSでは複数の遷移によって表現することになり，構成と証明が複雑になる．そこで
TrPDSの 1つの遷移を 1つの遷移で表現出来て，かつスタックトップへの処理だけを行う，すなわ
ち PDSにコンパイルすることが出来るような計算モデルとして FPDSを導入する．
FPDSはスタックトップ 2文字以下に対する関数適用（Function application）を行うことを意

図しており，次のように 3つ組で表される．
FPDS S = (Q,Γ,∆)

TrPDSと同様に，Qは位置を表す有限集合，Γはスタックアルファベットを表す有限集合である．
ただし，遷移規則の集合∆に関しては次のように少し複雑になる．

∆ ⊆ Q× P(Γ∗)× (Γ → P(Γ∗))× (Γ2 → P(Γ∗))×Q

FPDS Sにおける計算状況を，位置 q とスタックアルファベット上の文字列 w を用いて対 ⟨q, w⟩
で表す．従って，計算状況の全体 Conf (S)は次のように定義される．

Conf (S) = Q× Γ∗

定義 2 (遷移関係). FPDS上の遷移を表すラベル（δ ∈ ∆）付きの遷移関係
δ−→ ⊆ Conf (S)× Conf (S)

は，次のように遷移規則をもとにして定義される．



Apply δ = ⟨p, f0, f1, f2, q⟩において，
1. ⟨p, λ⟩ δ−→ ⟨q, w⟩ ただしw ∈ f0 これはスタックが空の時の振る舞いを表している．
2. ⟨p, γ⟩ δ−→ ⟨q, w⟩ ただしw ∈ f1(γ) これはスタックが 1文字の時の，その 1文字への関数適用
を表している．

3. ⟨p, γγ′w⟩ δ−→ ⟨q, w′w⟩ ただしw′ ∈ f2(γγ
′) これはスタックに 2文字以上ある時の，上部 2文字

への関数適用を表している．
pushと popに直接対応する遷移規則はないが，Apply遷移規則を用いれば同等の遷移関係を生

成出来る．

5 T -Alg : トランスダクションの代数的表現
トランスダクションの有限部分集合 T ⊆ TransdΓをもとにして，その上の合成と商に関して閉

じた代数系，T -Alg を導入する．T -Alg は，6つ組 (U , •, ⟨·, ·⟩−1 , ν(·), F,G)で表され，特に演算と
関数は以下のように定義される．

定義 3.

1. • : U × U → U トランスダクションにおける合成に対応する 2項演算である．
2. ⟨·, ·⟩−1 : Γ× Γ× U → U トランスダクションにおける商に対応する 3項演算である．
3. ν(·) : U → P(Γ∗) ただし，ν(u) = {λ}もしくは ν(u) = ∅のどちらかである．この単項演算
は，トランスダクションにおける λから λを生成出来るかどうかを調べる演算 νに対応して
いる．

4. F : T → U トランスダクションの有限集合 T を，T -Alg に埋め込む関数である．
5. G : U → TransdΓ T -Alg から，トランスダクションの空間へ引き戻す関数である．

トランスダクション空間からの埋め込みと引き戻し トランスダクション空間からの埋め込みが F

で，トランスダクション空間への引き戻しがGとなっている．この時，2つの関数に対して以下の
条件が成立する必要がある．

1. G ◦F = id この条件は，トランスダクション空間からF によって T -Algへ埋め込んだものは，
Gによってもとに戻すことが出来ることを表している．

2. ν(u) = ν(G(u)), G(u2 • u1) = G(u2) ◦G(u1), G(⟨γ, γ′⟩−1 u) = ⟨γ, γ′⟩−1G(u) これらの条件は，
Gが準同型写像になっていることを要求する．

既に商によるトランスデューサの作用を定義したが，T -Alg においても入力に対する作用 u(·) :
Γ∗ → P(Γ∗) を以下のように定義し，同時に言語に拡張する．

u(λ) = ν(u) u(γw) =
∪
γ′∈Γ

γ′ ◁
Ä⟨
γ, γ′

⟩−1
u
ä
(w)

t(L) =
∪
w∈L

t(w)

この時，以下の重要な性質が成立する．

補題 1.

u(w) = G(u)(w) t(w) = F (t)(w) u2(u1(w)) = (u2 • u1)(w)



6 TrPDSからFPDSを構成する
TrPDS (Q,Γ, T ,∆)が与えられた時に，T を代数化して得られる T -Alg (U , •, ⟨·, ·⟩−1 , ν(·), F,G)

を用いて FPDS (Q,Γ× U ,∆′)を構成し，これを用いて模倣を行う．∆′は以下のように構成する．

TrPDSでのPush γ ⟨p, γ, q⟩ ∈ ∆という遷移規則がある時，⟨p, f0, f1, f2, q⟩という遷移規則を∆′

に加える．

f0 = {⟨γ, F (1)⟩} f1(c) = {⟨γ, F (1)⟩ c} f2(c1c2) = {⟨γ, F (1)⟩ c1c2}

この時，この遷移規則から生成される遷移は次のようにスタック上の関数として捉えられる．

pushγ(w) = {⟨γ, F (1)⟩w}

TrPDSでのTransduce t ⟨p, t, q⟩ ∈ ∆という遷移規則がある時，⟨p, f0, f1, f2, q⟩という遷移規
則を∆′に加える．

f0 = ν(F (t)) f1(⟨γ, a⟩) = {⟨γ, F (t) • a⟩} f2(⟨γ, a⟩
⟨
γ′, b

⟩
) = {⟨γ, F (t) • a⟩

⟨
γ′, b

⟩
}

この時，この遷移規則から生成される遷移は次のようにスタック上の関数として捉えられる．

Tt(λ) = ν(F (t)) Tt(⟨γ, a⟩w) = {⟨γ, F (t) • a⟩w}

TrPDSでのPop ⟨p, q⟩ ∈ ∆という遷移規則がある時，⟨p,∅, f1, f2, q⟩という遷移規則を∆′に加
える．

f1(⟨γ, a⟩) =
∪
γ′∈Γ

ν
Ä⟨
γ, γ′

⟩−1
a
ä

f2(⟨γ, a⟩
⟨
γ′, b

⟩
) =

∪
γ′′∈Γ

¶⟨
γ′, a′ • b

⟩
| a′ =

⟨
γ, γ′′

⟩−1
a
©

この時，この遷移規則から生成される遷移は次のようにスタック上の関数として捉えられる．

pop(λ) = ∅

pop(⟨γ, a⟩) =
∪
γ′∈Γ

ν
Ä⟨
γ, γ′

⟩−1
a
ä

pop(⟨γ, a⟩
⟨
γ′, b

⟩
w) =

∪
γ′′∈Γ

¶⟨
γ′, a′ • b

⟩
w | a′ =

⟨
γ, γ′′

⟩−1
a
©

7 TrPDSとFPDSの強双摸倣性
TrPDSと FPDSの関係性を表すのに強双摸倣性（strong bisimilarity）を示したい．

X

t
��

∼ Y

t
��

X ′ ∼ Y ′

∼を適当な双摸倣関係（bisimulation）としたいが，これを単に計算状況上の 2項関係だと捉えて
も上手くいかない．TrPDSではTransduce遷移によって非決定的に遷移し，FPDSではTransduce

遷移規則とPop遷移規則から生成した遷移で非決定的に遷移するからである．そこで計算状況の集
合上の双摸倣関係を考える．
計算状況の集合上の双摸倣関係を定義するのに，TrPDSとFPDSでのスタックの関係を考える．

TrPDSは与えられたトランスダクションを実際に利用して遷移を行うので，その都度スタック全体



が変換され，同時に遷移の成功と失敗が直ちに反映される．一方FPDSではスタックトップにおけ
る合成と商の計算を行うのみで，スタック全体への作用ではない．
そこで FPDSの計算状況のスタックを具体化（concretization）し，スタックが表す文字列の集

合を生成する．スタックを具体化した結果は，TrPDSの計算状況の集合と等しい筈であるというア
イディアをもとに双摸倣関係を定義する．

定義 4 (スタックの具体化). FPDSのスタックから文字列の集合を生成する．

∥ · ∥ : (Γ× T -Alg)∗ → P(Γ∗)

∥λ∥ = {λ}
∥ ⟨γ, t⟩w∥ = t(γ ◁ ∥w∥)

補題 2. FPDSの構成で導入した関数 pushγ，Tt，popと具体化に関して以下の交換法則が成立する．∥∥∥pushγ(w)∥∥∥ = γ ◁ ∥w∥

∥Tt(w)∥ = t (∥w∥)
∥pop(w)∥ = Γ−1∥w∥

ただし Γ−1w = {x | γ ∈ Γ, γx = w}で，Γ−1W として集合上に拡張する．

TrPDSの計算状況の集合X と FPDSの計算状況の集合 Y について，次のような関係∼を定義
する．

∥Y ∥ = {⟨q, x⟩ | ⟨q, w⟩ ∈ Y, x ∈ ∥w∥}

X ∼ Y ⇐⇒ X = ∥Y ∥

定義 5 (集合上への遷移関係の拡張). TrPDS S の計算状況の集合X ⊆ Conf (S)が与えられた時
に，次のようにして遷移規則 t を用いた集合上の遷移を定義する．

X
t↠ X ′ = {x′ | x ∈ X,x

t−→ x′}

FPDSに関しても同様に定義する．

定理 1 (強双摸倣性). X ∼ Y は↠に関して強双摸倣性を満たす．

X

t
����

∼ Y

t
����

X ′ ∼ Y ′

このことは，補題 2により示せる．

8 位置到達可能性問題の決定可能性
与えられた位置から与えられた位置に到達出来るかどうかを考える問題を，位置到達可能性問題

（location reachability problem）と呼び，次のように定義する．

位置到達可能性問題 与えられた TrPDS S = (Q,Γ, T ,∆)と qI ∈ Q，及び qF ∈ Qについて，
∃w ∈ Γ∗. ⟨qI , λ⟩

∗−→ ⟨qF , w⟩が成立するか否か?



我々は直接この問題に答えるのではなく，次のように qF について新たな遷移規則を加え，この
状況で qF に空スタックで到達出来るかどうかを考えることにする．

qF

pop

qF に何らかのスタックで到達出来るならば，上の遷移規則によって空スタックにすることが出来る．
逆に qF に空スタックで到達出来るならば，当然 qF に何らかのスタックでは到達出来ているわけな
ので，空スタックでの到達はもとの位置到達可能性問題と同等になる．
実際には TrPDSの qF に空スタックで到達出来るかどうかを考えるのではなく，FPDSの qF に

空スタックで到達出来るかどうかを考えるような問題の還元を行う．すなわち以下が成立するかど
うかを考える．

TrPDS : ⟨qI , λ⟩
∗−→ ⟨qF , λ⟩

還元 +3 FPDS : ⟨qI , λ⟩
∗−→ ⟨qF , λ⟩

還元の健全性 まずFPDSへの問題の還元が健全であることを示す．すなわちFPDSで qF に空ス
タックで到達出来るならば，TrPDSでも qF に空スタックで到達出来ることを示す．
FPDSでは到達出来るので，次のようなトレースが存在する．

FPDS : ⟨qI , λ⟩
t1−→ c1

t2−→ · · · tn−→ cn = ⟨qF , λ⟩
このトレースを集合上に拡張すると次のようになる．

FPDS : {⟨qI , λ⟩}
t1↠ C1

t2↠ · · ·
tn↠ Cn ∋ cn

⟨qF , λ⟩ ∈ Cnであるから，∅ ̸= ∥Cn∥，特に ⟨qF , λ⟩ ∈ ∥Cn∥が明らか．従って全ての ∥Ci∥が空でな
いことが分かる．これより強双摸倣性から以下が成立する．

TrPDS : {⟨qI , λ⟩}
t1↠ C ′

1

t2↠ · · ·
tn↠ C ′

n ∋ ⟨qF , λ⟩
よって次のように TrPDSでも qF に空スタックで到達出来ることが分かる．

TrPDS : ⟨qI , λ⟩
t1−→ c′1

t2−→ · · · tn−→ c′n = ⟨qF , λ⟩

還元の完全性 次に FPDSへの問題の還元が完全であることを示す．すなわち TrPDSで qF に空
スタックで到達出来るならば，FPDSでも qF に空スタックで到達出来ることを示す．
TrPDSでは到達出来るので，次のようなトレースが存在する．

TrPDS : ⟨qI , λ⟩
t1−→ c1

t2−→ · · · tn−→ cn = ⟨qF , λ⟩
このトレースを集合上に拡張すると次のようになる．

TrPDS : {⟨qI , λ⟩}
t1↠ C1

t2↠ · · ·
tn↠ Cn ∋ cn

この時，Ciは全て空でない．従って，強双摸倣性より以下が成立する．
FPDS : {⟨qI , λ⟩}

t1↠ C ′
1

t2↠ · · ·
tn↠ C ′

n

特にCn = ∥C ′
n∥であるから，⟨qF , λ⟩ ∈ C ′

nでなければならない．よって次のようにFPDSでも qF

に到達出来ることが分かる．
FPDS : ⟨qI , λ⟩

t1−→ c′1
t2−→ · · · tn−→ c′n = ⟨qF , λ⟩

以上で FPDSへの位置到達可能性問題の還元が出来た．FPDSへの還元に用いる T -Alg を有限
とできるならば，従来の PDSの到達可能性問題が決定可能であることを用いて，TrPDSの位置到
達可能性問題が決定可能であることが分かる．

9 Conditional Transformable PDSと T -Alg

CTPDSはスタックに対する正則言語を用いた検査と，アルファベット上の書換えをスタック全
体に拡張した変換を許したような PDSであると述べたが，TrPDSを用いると次のように定義する
ことが出来る．



定義 6 (Conditional Transformable PDS). CTPDSとはTrPDS S = (Q,Γ, T ,∆)である．ここで，
T は次のように定義される．

T = ‹D ⊎ “F‹D =
¶‹A | L(A) = L,L ∈ D

©“F =
¶
f̂ | f ∈ F

©
∪ {1}

ただしDは Γ上の正則言語からなる有限の族で，定義中の ‹Aは，例 1で定義した有限オートマト
ンAの受理言語から生成される関係である．またF は Γ上の関数の集合F ⊆ Γ → Γで，定義中の
f̂ は例 2で定義した Γ上の関数を文字列上に拡張したものである．‹Dで正則言語を用いた検査を表
し，“F でスタックの変換を表す．
有限スタックアルファベットの FPDSを構成したいので，この T に対応する有限の T -Alg を構

成する．そのような T -Alg として B = (C ×M, •, ⟨·, ·⟩−1, ν(·), F,G)を考える．まず集合Mを次
のように定義する．

M = (“F , ◦)で生成される集合
Mは明らかに有限集合で，準同型写像の集合とみなすことができる．Cは，DとMを用いて構成
される．

D1 =
¶
w−1L | w ∈ Γ∗, L ∈ D

©
∪ {∅,Γ∗}

D2 = M−1(D1) =
∪

m∈M
m−1(D1)

C = (D2,∩)で生成される集合
D1は有限個の正則言語に対する商であるから有限（加えて effectiveに計算可能）．D2も有限にな
る（正則言語に対する準同型写像の逆像は正則集合で effectiveに計算可能）．Cの要素は，∩の可
換性と冪等性からD2の要素を有限個の ∩で結合したもので表現されるため，Cは有限集合となる．
この時，演算と関数は以下のように定義される．

定義 7.

F (t) =

⟨c,1⟩ c̃ = t ∈ ‹D
⟨Γ∗, t⟩ t ∈ “F

G(⟨c,m⟩) = m ◦ c̃
ν(x) = ν(G(x))

⟨c2,m2⟩ • ⟨c1,m1⟩ =
¨
m−1

1 (c2) ∩ c1,m2 ◦m1

∂
⟨γ, γ′⟩−1 ⟨c,m⟩ =


⟨
γ−1c,m

⟩
γ′ = m(γ)

⟨∅, 1⟩ γ′ ̸= m(γ)

(ただし ⟨γ, γ′⟩−1の定義において，m = ⟨γ, γ′⟩−1mという関係を用いた)

必要な関数と演算が定義出来たので，この時Bが T -Alg になっていることを確認する．

Bが •で閉じていること

定理 2.

∀m ∈ M .m−1(C) ⊆ C

証明. 任意の c ∈ C について，m−1(c) ∈ C であることを証明すれば良い．c = m−1
1 (d11) ∩ · · · ∩

m−1
n (d1n)と書ける．この時，以下が成立するので明らか．

m−1
Ä
m−1

1 (d11) ∩ · · · ∩m−1
n (d1n)

ä
= m−1(m−1

1 (d11)) ∩ · · · ∩m−1(m−1
n (d1n))

= (m1 ◦m)−1(d11) ∩ · · · ∩ (mn ◦m)−1(d1n)



系 1. C ×Mは演算 •で閉じている．

Bが ⟨γ, γ′⟩−1で閉じていること

補題 3.

∀c ∈ C,m ∈ M . γ−1
Ä
m−1(c)

ä
= m−1

Ä
m(γ)−1(c)

ä
定理 3.

γ−1(C) ⊆ C

系 2. C ×Mは演算 ⟨γ, γ′⟩−1で閉じている．

Bが T -Alg であることを示すのに必要な自明でない性質は次の二つである．
1. G(u2 • u1) = G(u2) ◦G(u1)

2. G(⟨γ, γ′⟩−1 u) = ⟨γ, γ′⟩−1G(u)

1については次の補題によって示される．

補題 4.

∀c ∈ C,m ∈ M. c̃ ◦m = m ◦ ·�m−1(c)

∀c1, c2 ∈ C. ‹c2 ◦ ‹c1 = ·�c2 ∩ c1

2については次の補題によって示される．

補題 5.

∀t1, t2 ∈ TransdΓ. ⟨a, c⟩−1 (t2 ◦ t1) =
∪
b∈Γ

Ä
⟨b, c⟩−1 t2 ◦ ⟨a, b⟩−1 t1

ä
10 関連研究
PDS上の到達可能性解析については [3, 4, 2]がある．与えられた PDSと計算状況の正則集合に

対し，その集合に到達出来る計算状況全体の集合（pre∗）と，その集合から到達出来る計算状況全
体の集合（post∗）が共に effectiveに計算でき，特にそれらの集合が正則集合となることを示して
いる．
有限 letter-to-letterトランスデューサを用いたモデル検査の研究としては，Regular Model Check-

ing [10, 11] がある．Regular Model Checkingでは，与えられた有限 letter-to-letterトランスデュー
サの推移閉包を effectiveに計算し，到達可能な集合を求める．しかし一般には推移閉包の計算は決
定可能ではないという問題がある．本論文で扱う話と似ているが，我々の提案では letter-to-letter

では表現出来ない pushと popの操作を扱う，という点において違いがある．
南出と森は，Conditional PDSをHTML5構文解析アルゴリズムのサブセットの形式化に適用し，

テストの自動生成を行っている [12]．この研究では，効率的に pre∗を計算するために Conditional

PDSから PDSへ変換を行わず，pre∗を直接，先読み付きオートマトンとして構成している．この
構成は，重み付き PDSにおける重みの構造を一般化することで，重み付き PDSの到達可能性解析
と考えられることが示されている [13]．今回提案した CTPDSは，HTML5構文解析アルゴリズム
のより広いサブセットの形式化に応用できると考えられる．



Abdullaらが [7]で導入したTimed Pushdown Systemsは，計算状況がQ× (Γ×N)∗となるよう
にスタックアルファベット Γを年齢（N）で拡張し，遷移によって全てのシンボルの年齢を増やす
ことが出来るような PDSだと言える．この設定だけではスタックシンボルの空間（Γ×N）は有限
にならないが，実際にはスタックシンボルの年齢に対する条件付けに必要な年齢の上限 nまでが必
要であり，n + 1以上の数は全て ωとみなすような有限の空間 N≤nで十分である．この条件下で，
CTPDSのアルファベットを Γ×N≤nとして考えると γ ∈ Γ毎に年齢を加えることができ，明らか
に Timed Pushdown Systemsを実現することが出来る．

11 まとめと今後の課題
スタックに対する正則言語を用いた検査と，書換えによるスタックの変換を許した PDSの拡張

CTPDSを提案した．CTPDSを，より一般の計算モデルであるトランスダクション規則を許した
TrPDSとして形式化し，その位置到達可能性問題が決定可能であることを示した．
CTPDSの検査と変換に関する更なる一般化が考えられる．例えば検査として文脈自由言語を用

いることが出来ないかを考えることは自然な発想だが，文脈自由言語は共通部分に関して閉じてい
ないので困難が生じると考える．そこで良い閉包性（closure property）を持つ visibly pushdown

languages[14]などを今後考えたい．
一方変換においては，Γ → Γ上の関数ではなく，Γ → Γ+の文字から空でない文字列への関数を

考えたい．しかし Γ → Γ+を許すと次のようにして 2-計数機械が摸倣出来る．

TrPDS S = ⟨Q, {0, 1, Z}, qI , {t0, t1, tZ , α, β},∆⟩

configurationが常にQ× ((Γ \ {Z})∗{Z})となるように工夫し，トランスダクションを以下のよう
に定義する．

t0 = (0, 0)(Γ,Γ)∗ t1 = (1, 1)(Γ,Γ)∗ tZ = (Z,Z)(Γ,Γ)∗

α(0) = 0, α(1) = 1, α(Z) = 0Z

β(0) = 0, β(1) = 1, β(Z) = 1Z

2-counter machineとしてのインクリメントは pushで表現し，デクリメントはα, βと popを組み合
わせて表現する．この例からも，一般の準同型写像でさえ到達可能性は決定不能になる．関数ではな
く，letter-to-letterなトランスデューサ一般の話を考えることも出来るが，Regular Model Checking

と同様の難しさが生じるだろう．
何れにせよ現在の方法では有限の T -Alg で扱える必要があるので，トランスダクションの集合を

有限の T -Alg に代数化出来ないものは，本論文の手法では扱うことが出来ない．またCTPDSへの
モデル検査という点では，位置到達可能性問題のみを示した．しかし応用の面からは，より一般的
な到達可能性問題の決定可能性と，pre∗及び post∗の計算の決定可能性を考える必要があり，現在
この問題に取り組んでいる．
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12 付録 : 証明
補題 1.

u(w) = G(u)(w) t(w) = F (t)(w) u2(u1(w)) = (u2 • u1)(w)

証明. ∀u ∈ U .u(w) = G(u)(w)を wに関する帰納法で示す．

base case
u(λ) = ν(u)

= ν(G(u)) (Gの条件)

= G(u)(λ)

induction step
G(u)(γw) =

∪
γ′∈Γ γ

′ ◁
Ä
⟨γ, γ′⟩−1G(u)

ä
(w)

=
∪

γ′∈Γ γ
′ ◁
Ä
G
Ä
⟨γ, γ′⟩−1 u

ää
(w) (Gの条件)

=
∪

γ′∈Γ γ
′ ◁
Ä
⟨γ, γ′⟩−1 u

ä
(w) (帰納法の仮定)

= u(γw) (定義より)



補題 2（pop）.

∥pop(w)∥ = Γ−1∥w∥

証明. w のサイズに関する場合分けを用いる．

base case1

∥pop(λ)∥ = ∥∅∥ = ∅ = Γ−1{λ} = Γ−1∥λ∥

base case2
Γ−1∥ ⟨γ, a⟩λ∥ = Γ−1(a(γ ◁ ∥λ∥))

= Γ−1(a(γ))

= Γ−1
Ä∪

γ′∈Γ γ
′ ◁
Ä
⟨γ, γ′⟩−1a

ä
(λ)
ä

=
∪

γ′∈Γ ν
Ä
⟨γ, γ′⟩−1a

ä
= ∥pop(⟨γ, a⟩λ)∥

induction step

Γ−1∥ ⟨γ, a⟩ ⟨γ′, b⟩w∥
= Γ−1(a(γ ◁ ∥ ⟨γ′, b⟩w∥))
= Γ−1 ∪

γ′′∈Γ
¶
γ′′ ◁ a′∥ ⟨γ′, b⟩w∥ | a′ = ⟨γ, γ′′⟩−1 a

©
(prefix lemmaより)

=
∪

γ′′∈Γ
¶
a′∥ ⟨γ′, b⟩w∥ | a′ = ⟨γ, γ′′⟩−1 a

©
=

∪
γ′′∈Γ

¶
a′(b(γ′ ◁ ∥w∥)) | a′ = ⟨γ, γ′′⟩−1 a

©
=

∪
γ′′∈Γ

¶
(a′ • b)(γ′ ◁ ∥w∥) | a′ = ⟨γ, γ′′⟩−1 a

©
(•に関する補題)

=
∪

γ′′∈Γ
¶
∥⟨γ′, a′ • b⟩w∥ | a′ = ⟨γ, γ′′⟩−1 a

©
=

∥∥∥∪γ′′∈Γ
¶
⟨γ′, a′ • b⟩w | a′ = ⟨γ, γ′′⟩−1 a

©∥∥∥
= ∥pop(⟨γ, a⟩ ⟨γ′, b⟩w)∥

補題 (prefix lemma).

t(γ ◁W ) =
∪
γ′∈Γ

¶
γ′ ◁ t′(W ) | t′ =

⟨
γ, γ′

⟩−1
t
©

証明.
t(γ ◁W ) =

∪
w∈W t(γw)

=
∪

w∈W
Ä∪

γ′∈Γ
¶
γ′ ◁ t′(w) | t′ = ⟨γ, γ′⟩−1 t

©ä
=

∪
γ′∈Γ

¶∪
w∈W γ′ ◁ t′(w) | t′ = ⟨γ, γ′⟩−1 t

©
=

∪
γ′∈Γ

¶
γ′ ◁ t′(W ) | t′ = ⟨γ, γ′⟩−1 t

©
定理 1（強双摸倣性） X ∼ Y は↠に関して強双摸倣性を満たす．

X

t
����

∼ Y

t
����

X ′ ∼ Y ′

証明. 遷移規則を場合分けして証明する．全て同じ形で証明出来るので，popの場合だけをここで
は証明する．

t = Pop = ⟨p, q⟩ X ′ = ∥Y ′∥を示す．



∥Y ′∥ = ∥{⟨q, x⟩ | ⟨p, w⟩ ∈ Y, x ∈ pop(w)}∥
= {⟨q, x⟩ | ⟨p, w⟩ ∈ Y, x ∈ ∥pop(w)∥}
=

{
⟨q, x⟩ | ⟨p, w⟩ ∈ Y, x ∈ Γ−1 ∥w∥

}
(補題 2)

=
{
⟨q, x⟩ | ⟨p, w⟩ ∈ ∥Y ∥, x ∈ Γ−1w

}
=

{
⟨q, x⟩ | ⟨p, w⟩ ∈ X,x ∈ Γ−1w

}
(X ∼ Y )

= X ′

系 1. 演算 •は確かに C ×M上で閉じている．

証明.

⟨c2,m2⟩ • ⟨c1,m1⟩ =
¨
m−1

1 (c2) ∩ c1,m2 ◦m1

∂
左項m−1

1 (c2) ∩ c1については，定理 2よりm−1
1 (c2) ∈ Cであることからm−1

1 (c2) ∩ c1 ∈ C．右項に
ついてはm2 ◦m1 ∈ Mが明らか．従って C ×M上について確かに閉じている．
定理 3.

γ−1(C) ⊆ C

証明. 任意の c ∈ C について，γ−1(c) ∈ C であることを証明すれば良い．c = m−1
1 (d11) ∩ · · · ∩

m−1
n (d1n)と書ける．この時，

γ−1
Ä
m−1

1 (d11) ∩ · · · ∩m−1
n (d1n)

ä
=

γ−1(m−1
1 (d11)) ∩ · · · ∩ γ−1(m−1

n (d1n)) =

m−1
1 (m1(γ)

−1d11) ∩ · · · ∩m−1
n (mn(γ)

−1d1n)

となる．D1は商について閉じているので，mi(γ)
−1d1i ∈ D1となり，m−1

i (mi(γ)
−1d1i ) ∈ D2が成立

する．よって γ−1(c) ∈ Cが示せた．
系 2. 演算 ⟨γ, γ′⟩−1は確かに C ×M上で閉じている．

証明. ⟨
γ, γ′

⟩−1 ⟨c,m⟩ =


¨
γ−1c, ⟨γ, γ′⟩−1m

∂
γ′ = m(γ)

⟨∅, 1⟩ γ′ ̸= m(γ)

先に γ′ ̸= m(γ)の場合を考えるが，これは明らか．次に γ′ = m(γ)の場合を考える．γ−1c ∈ Cは定
理 3より明らか．γ′ = m(γ)より ⟨γ, γ′⟩−1m = mであるからMに閉じている．
補題 4.

∀c ∈ C,m ∈ M . c̃ ◦m = m ◦ ·�m−1(c)

証明.
c̃ ◦m = {⟨w,w′⟩ | ⟨w,w′⟩ ∈ m,w′ ∈ c}

= {⟨w,w′⟩ | ⟨w,w′⟩ ∈ m,m(w) ∈ c}
= {⟨w,w′⟩ | ⟨w,w′⟩ ∈ m,w ∈ m−1(c)}
= {⟨w,w′⟩ | ⟨w,w′⟩ ∈ m, ⟨w,w⟩ ∈ ·�m−1(c)}
= m ◦ ·�m−1(c)



補題 5

∀t1, t2 ∈ TransdΓ. ⟨a, c⟩−1 (t2 ◦ t1) =
∪
b∈Γ

Ä
⟨b, c⟩−1 t2 ◦ ⟨a, b⟩−1 t1

ä
証明.

⟨w1, w2⟩ ∈ ⟨a, c⟩−1 (t2 ◦ t1)
⇐⇒ ⟨aw1, cw2⟩ ∈ t2 ◦ t1
⇐⇒ ⟨aw1, bx⟩ ∈ t1かつ ⟨bx, cw2⟩ ∈ t2 とする bと xが存在 (t1と t2は length preserving)

⇐⇒ ⟨w1, x⟩ ∈ ⟨a, b⟩−1 t1かつ ⟨x,w2⟩ ∈ ⟨b, c⟩−1 t2 とする bと xが存在
⇐⇒ ⟨w1, w2⟩ ∈

∪
b∈Γ
Ä
⟨b, c⟩−1 t2 ◦ ⟨a, b⟩−1 t1

ä


