
『離散構造』4章 (関係)の演習問題 解答例 (海野)

Nn = {x ∈ N | 0 ≤ x < n}とする。N10上の 2項関係R1, . . . , R3を以下のように定める。

x R1 y ⇔ y = x+ 1

x R2 y ⇔ x2 ≤ y

x R3 y ⇔ x は y の約数

ただし、任意の自然数は 0の約数とする。[2013/11/14「0は任意の自然数の約数」と間違っていたのを修正]

問題 1 (関係の性質)

(a) R1が反射的、対称的、推移的、反対称的であるかをそれぞれ答えよ。

答. 0 R1 0でないのでR1は反射的でない。0 R1 1だが 1 R1 0ではないのでR1は対称的でない。0 R1 1

かつ 1 R1 2だが 0 R1 2ではないのでR1は推移的でない。x R1 yかつ y R1 xとなる x, y ∈ N10は存
在しないのでR1は反対称的である。

(b) R2について同様のことを答えよ。

答. 2 R2 2でないのでR2は反射的でない。2 R2 4だが 4 R2 2でないのでR2は対称的でない。R2が
推移的であることを示すために、x, y, z ∈ N10が x R2 yかつ y R2 zだと仮定する。R2の定義より、
x2 ≤ yかつ y2 ≤ zである。これらから x2 ≤ x4 ≤ y2 ≤ zが導けるので、x R2 zである。したがって、
R2は推移的である。次に、R2が反対称的であることを示すため、x, y ∈ N10が x R2 yかつ y R2 xだ
と仮定する。R2の定義より、x2 ≤ yかつ y2 ≤ xである。これらから、x ≤ x2 ≤ yかつ y ≤ y2 ≤ x

が導け、x = yが成り立つ。したがって、R2は反対称的である。

(c) R3について同様のことを答えよ。

答. すべての x ∈ N10について、xは x自身の約数なので R3は反射的である。2は 4の約数だが、4

は 2の約数ではないのでR3は対称的でない。すべての x, y, z ∈ N10について、xが yの約数かつ yが
zの約数ならば、xは zの約数でもある。したがってR3は推移的である。すべての x, y ∈ N10につい
て、xが yの約数かつ yが xの約数ならば x = yである。したがって、R3は反対称的である。

反射的 対称的 推移的 反対称的

R1 ✓
R2 ✓ ✓
R3 ✓ ✓ ✓

問題 2 (関係の合成)

(a) R1 ◦R1の要素をすべて書き下しなさい。

答. R1とR1 ◦R1は以下のようになる。

R1 = {⟨0, 1⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨2, 3⟩, ⟨3, 4⟩, ⟨4, 5⟩, ⟨5, 6⟩, ⟨6, 7⟩, ⟨7, 8⟩, ⟨8, 9⟩}
R1 ◦R1 = {⟨0, 2⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨2, 4⟩, ⟨3, 5⟩, ⟨4, 6⟩, ⟨5, 7⟩, ⟨6, 8⟩, ⟨7, 9⟩}

1



(b) R2 ◦R2の要素をすべて書き下しなさい。

答. R2とR2 ◦R2は以下のようになる。

R2 = {⟨0, 0⟩, ⟨0, 1⟩, . . . , ⟨0, 9⟩,
⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, . . . , ⟨1, 9⟩,
⟨2, 4⟩, ⟨2, 5⟩, . . . , ⟨2, 9⟩,
⟨3, 9⟩}

R2 ◦R2 = {⟨0, 0⟩, ⟨0, 1⟩, . . . , ⟨0, 9⟩,
⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, . . . , ⟨1, 9⟩}

(c) R3 ◦R2の要素をすべて書き下しなさい。

答. R3とR3 ◦R2は以下のようになる。

R3 = {⟨0, 0⟩, ⟨1, 0⟩, . . . , ⟨9, 0⟩,
⟨1, 1⟩,
⟨1, 2⟩, ⟨2, 2⟩,
⟨1, 3⟩, ⟨3, 3⟩,
⟨1, 4⟩, ⟨2, 4⟩, ⟨4, 4⟩,
⟨1, 5⟩, ⟨5, 5⟩,
⟨1, 6⟩, ⟨2, 6⟩, ⟨3, 6⟩, ⟨6, 6⟩,
⟨1, 7⟩, ⟨7, 7⟩,
⟨1, 8⟩, ⟨2, 8⟩, ⟨4, 8⟩, ⟨8, 8⟩,
⟨1, 9⟩, ⟨3, 9⟩, ⟨9, 9⟩}

R3 ◦R2 = {⟨x, y⟩ ∈ N10 ×N10 | ∃z(x は z の約数 ∧ z2 ≤ y)}
⊃ {⟨x, y⟩ ∈ N10 ×N10 | x は 0 の約数 ∧ 0 ≤ y}
= N10 ×N10

R3 ◦R2 ⊂ N10 ×N10でもあるので、R3 ◦R2 = N10 ×N10である。

問題 3 [2013/11/14 N10となっていたのをN10 ×N10に修正]

(a) R1を含むN10上の 2項関係のうち、推移的であり ∅ともN10 × N10とも異なるものがあれば求めな
さい。

答. x R y ⇔ x < yのように 2項関係Rを定義する。∀x, y ∈ N10(y = x+ 1 ⇒ x < y)なのでR1 ⊂ R

である。また、すべての x, y, z ∈ N10について、x < yかつ y < zならば x < zなのでRは推移的で
ある。

R1を含み推移的であるRのような関係のうち、最小のものをR1の推移閉包 (transitive closure)とい
う。実は、RはR1の推移閉包になっている。(Rが最小であることの証明はここでは省略。)

(b) R2を含むN10上の 2項関係のうち、半順序でありN10 ×N10と異なるものがあれば求めなさい。

答. x R y ⇔ x R2 y∨x = yのように 2項関係Rを定義する。R2 ⊂ Rであり、Rはあきらかに反射的で
ある。Rが推移的であることを示すために、x, y, z ∈ N10についてx R yかつ y R zが成り立つと仮定す
る。Rの定義より、(x R2 y∨x = y)∧(y R2 z∨y = z)が成り立つ。これはx R2 y∧y R2 z∨x R2 z∨x = z

を含意し、R2が推移的であることも使えば、x R2 z ∨x = zであることが導ける。したがって、x R z

であり、Rは推移的である。次に、Rが反対称的であることを示すため、x, y ∈ N10について、x R y
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かつ y R xだと仮定する。Rの定義より、(x R2 y ∨ x = y) ∧ (y R2 x ∨ y = x)が成り立つ。この条件
は x R2 y ∧ y R2 x∨ x = yを含意するので、R2が反対称的であることも使えば、x = yであることが
導ける。したがって、Rは反対称的である。以上より、Rが半順序であることが示せた。(ちなみに、
≤でも題意を満たす。)

このRや≤のようなR2を含み反射的である関係のうち、最小のものをR2の反射閉包 (reflexive closure)

という。実は、RはR2の反射閉包になっている。(Rが最小であることの証明はここでは省略。)一方、≤
は、最小であるという条件を満たさないのでR2の反射閉包ではない。実際、∀x, y ∈ N10(x R y ⇒ x ≤ y)

だが、∀x, y ∈ N10(x ≤ y ⇒ x R y)は成り立たないので (x = 2, y = 3が反例)、≤はRを真に包含す
る関係であり、最小ではない。

(c) R3を含むN10上の 2項関係のうち、同値関係でありN10 ×N10と異なるものがあれば求めなさい。

答. 関係Rは、同値関係であり、R3 ⊂ Rを満たすとする。R3の定義より、{⟨0, 0⟩, ⟨1, 0⟩, . . . , ⟨9, 0⟩} ⊂
R3 ⊂ R である。すると、R は対称的なので、{⟨0, 0⟩, ⟨0, 1⟩, . . . , ⟨0, 9⟩} ⊂ R も成り立つ。つまり、
∀x, y ∈ N10(x R 0∧ 0 R y)が成り立つ。ここで、Rが推移的であることを使うと、∀x, y ∈ N10(x R y)

が導け、これはN10 ×N10 ⊂ Rを含意する。したがって、R3を含むN10上の同値関係でN10 ×N10

と異なるものは存在しない。
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