
『離散構造』 Short Quiz 解説
2008.1.25 出題分 (亀山)

Short Quiz 1. 次の関数 f は全射か、また、単射か?
f : (N ×N ) → N
f(x, y) = 2x · 3y.
これは授業で説明したので省略。(答えは、全射ではなく、単射である、というもの。)
[補足] この関数が単射であることと、素数は、無限にたくさんあることから、自然数の N個組が、1つの自然

数の自然数で表現できることになる。(この場合、N番目までの素数を使う。)
そうすると、たとえば、C言語のプログラムを、自然数 1つで表現できる。(ASCII文字 1つは 0から 255まで

の自然数に対応し、10000文字からなるプログラムは、上記の方法を使って、1番目の素数から 10000番目の素数
をつかって表現することができる。)
「だからどうした」と言われそうだが、実は、このように、(いくらでも長い)プログラムのすべてを、自然数の
世界に埋めこむことができるということにより、「プログラムを入力してプログラムを出力する関数」とか「web
pageを入力して web pageを出力する関数」のような、おそろしいことをする関数も、単なる自然数上の関数と
して扱えて、「コンピュータで計算できる関数」の理論が構築されるのである。(参考: Kleene らによる「帰納的
関数論 recursive function theory」)。
Short Quiz 2. 次の関数 gは全射か、また、単射か?

g : (N ×N ) → N
g(m,n) = 1

2 ((m + n)2 + m + 3n).
これは、絵を描くとすぐわかるのだが (下図参照)、(m, n) の組を斜めに順番にすべてたどる関数であり、g :

(N ×N ) → N となる全単射関数としてはもっとも基本的なものである。
n\ m 0 1 2 3 . . .

0 0 1 3 6 . . .

1 2 4 7 11 . . .

2 5 8 12 17 . . .

3 9 13 18 24 . . .

. . .

全射の証明も単射の証明も結構難しいので、完全には理解できなくてもよいが、上記のようにすることによっ

て、(N ×N ) → N となる全単射関数があることだけはしっかり記憶してほしい。
全射の証明: どんな自然数 N に対しても、g(m,n) = N となる自然数 m,n が存在することを言えばよい。ま

ず、1
2k(k + 1) ≤ N < 1

2 (k + 1)(k + 2) となる自然数 kが存在する。この kに対して，以下のようにm,n を置く。

m = k − N +
1
2
k(k + 1)

n = N − 1
2
k(k + 1)

すると、m, n ∈ N であり、かつ、g(m,n) = N となることがわかる。

単射の証明: g(m,n) = g(m′, n′) と仮定して、m = m′ かつ n = n′ を導く。

g(m,n) = g(m′, n′) と仮定する。まず、t = m + n かつ t′ = m′ + n′ とおく。

(Case-1) t ≥ t′ + 1とする。
g(m,n) ≥ 1

2 ((t′+1)2+2(t′+1)+2n) ≥ 1
2 (t′2+2t′+2(t′+n+1)+1)であり、g(m, n) = g(m′, n′) = 1

2 (t′2+2t′+2n′)
であるので、2n′ ≥ 2(t′ + n + 1) + 1 であるが、これは、n′ ≤ t′と 0 ≥ n とに矛盾する。よって、この場合はあり

得ない。

(Case-2) t + 1 ≤ t′ とすると、Case-1と同様に矛盾する。
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(Case-3) t = t′ とすると、g(m,n) = 1
2 (t2 + 2t + 2n) より n = n′ であり、よって m = m′ となる。

以上から、g(m,n) = g(m′, n′) と仮定すると、m = m′ かつ n = n′ であることがわかったので、g は単射で

ある。

Short Quiz 3. 二項関係 aRbを、「web page aから web page bへのリンクがはられている」と定義するとき、

これは、推移律を満たすか？

NO. 答えとしては「a から b へリンクがあり、b から c へリンクがあったとしても、a から c への直接のリン
クがあるとは限らないから」というのでも、一応「まる」をつけておいたが、実は、この答えは数学的には、満

足ではない。

厳密な事を言えば、このように、「必ずしもそうでないから」という論法を使ってはいけない。(たとえば、必ず
しもそうではないとしても、何かの事故があって、世界中のweb page の間のリンクがきれてしまったら、推移律
は満たされる。)
そうではなくて、具体的に、推移律を満たさない a,b,cを探す必要がある。
ここでは、中村君の模範解答を引用しておく。

a=筑波大学のホームページ, b=情報科学類のホームページ, c=情報科学類の授業科目のページ, とすると aか
ら b, bから cへのリンクはあるのに、aから cへのリンクはないので、推移律は満たされない。

(もちろん、答えとしては、他の具体例をだしてもよい。)
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