
2 ラムダ記法と (型のない)ラムダ計算

2.1 ラムダ記法

ラムダ記法 (lambda notation) は，関数の表記において，仮引数となる変数を明示した記法で
ある．これにより，関数と，その関数に引数を与えた計算結果 (値) の区別がつくようになる．

例 1 数学の本での記法: f(x) = ax2 + bx + c これでは f(x) が関数なのか f に x を食わせた

結果の値なのかわからない．もし，関数とデータ (自然数や実数など)が，いつでも文脈から区別
できるのであれば，このような曖昧さがあっても構わないが，コンピュータ科学では，関数やプ

ログラム自身を扱う関数 (高階関数，メタプログラム)が平気で現れる．そのような場合には，文
脈からだけでは，関数なのかデータなのかわからない．

ラムダ記法での関数 f : f = λx.ax2 + bx + c

ラムダ記法での値 f(x): f(x) = (λx.ax2 + bx + c)x = ax2 + bx + c

f は関数であり，f(x) は値 (関数 f に x を引数として食わせた結果として得られる値) であ
り，両者は明確に区別される．

ラムダ記法を使うと高階の関数 (higher order function) も記述することができる．高階の関数
とは，引数や返り値が関数であるような (高いレベルの)関数である．

例 2 高階関数:
double = λf.λx.f(f(x)) … 関数 f とデータ x を引数としてもらい，f を x に 2回適用した値

を返す高階関数

compose = λf.λg.λx.g(f(x)) 関数 f と関数 g を引数としてもらい，f と g を合成した関数を

返す．

たとえば，f = λx.x ∗ 2, g = λx.x + 1 とするとき，double(f) は，λx.x ∗ 4 を表し，double(g)
は λx.x + 2 を表し，compose(f, g) は λx.x ∗ 2 + 1 を表す．
なお，ラムダ記法の伝統に従い，f(x) という表記の括弧を省略して fx と書くことにする．も

ちろん，括弧が必要になればいくらでも補うこととする．

例 3 括弧が省略された式:
λx.yzλu.vxy は括弧を補うと，λx.((yz)(λu.((vx)y))) のことである．

2.2 構文

(型のない)ラムダ計算の体系を定義する．本章は，型付きラムダ計算への導入であるため，厳
密な形式的定義は省略して，自然言語で非形式的に述べるに留める．

まず，変数 x, y, z, · · · が無限個あるとする．また，定数 c, d, · · · が有限個もしくは無限個ある
とする．ここで，何が定数になるかはプログラム言語に依存して決まるので，ここでは特に定め

ない．そのとき，ラムダ計算の項 (term, ラムダ項，ラムダ式ともいう)は以下で定義される．

定義 1 [型なしラムダ計算の項]

• x が変数であれば，x は項である．

• c が定数であれば，c は項である．

• M と N が項であれば，MN は項である．(このような項を application (適用) という．)
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• x が変数であり，M が項であれば，λx.M は項である．(このような項を abstraction (抽
象) という．)

たとえば，λx.cx や (xy)(λz.c) は項である．
なお，括弧が省略された場合，λx.M においては，M としてなるべく大きな項 (広い範囲)を
取るようにする．つまり，λx.cxは λx.(cx) のことであって (λx.c)x ではない．後者の項を表現
するためには，括弧は省略できない．また，LMN のように，3個以降の項が適用の形で並んで
いるときは左から括弧をつけることにする．つまり，この項は (LM)N をあらわすのであって，
L(MN) ではない．

2.3 変数の束縛と α同値

ラムダ計算や論理の体系を最初に習うときに，最も理解しにくいのが変数の束縛の概念である．

λx.(λx.x) という関数 f において，一番右の x は，どちらの λ に対応するか考える．ラムダ計

算の約束事では変数に対応する λ は，その変数を囲む最も内側の λ とする．したがって，f は

λy.(λx.x) と同じ関数であって，λx.(λy.x) とは異なる関数である．この「同じ」「異なる」とい
う概念をきちんと考えることにする．

ラムダ計算の項M における変数の出現 x は，それを囲む最も近くにある λx. によって束縛さ

れる．どの λ でも束縛されない出現を，自由な出現という．例えば，λx.(λy.x + y) + y におい

て，一番目の x は λx で束縛され，一番目の y は λy で束縛され，二番目の y は自由である．

束縛変数を一斉に別の名前にかえて一致する 2つの項M と N をα同値であるといい，M ≡α N

と書く．α同値である 2つの項は以後同一視する2．なお，このテキストではときどき M ≡ N と

書くことがあるが，これは M と N が本当に一致する (名前換えすらしないで一致する) ときの
ことである．当然ながら，M ≡ N であればM ≡α N であるが，逆は必ずしも言えない．

なお，α同値性は，変数の名前換えだけで形式的に一致する項の間の関係であり，λx.x ∗ 2 と
λx.x + x のように意味的に一致するだけの場合は，α同値とは呼ばない．また，(λx.x)1 と 1は
次項で見るように，計算によって一致するがその場合も α同値ではない．後者については = と
いう記号を使うことにする．すなわち，(λx.x)1 ≡ 1 でないが，(λx.x)1 = 1 である．

2.4 計算規則

次に計算規則を与える．ラムダ計算は関数の概念だけを持つので，計算といっても，「関数に引

数を与えると，その結果の値になる」という形のものだけである．

定義 2 [β-簡約]

項 L の中に (λx.M)N の形があるとき，それをM{x := N} で置き換える操作を β-
簡約と呼ぶ．β-簡約のことを →β もしくは → と表記する．ここで，M{x := N} は
M の中の自由な xの出現に N を代入して得られる項のことである．

項の中の (λx.M)N の形の部分項を，計算可能な部分項 (reducible expression)，もしくは，レ
デックス (基, redex)という．

β-簡約の定義に出てくる代入 (substitution) は以下のように定義される．

定義 3 [代入] 項M の中の自由な xの出現に 項N を代入して得られる項M{x := N} は以下の
ように定義される項である．

2同一視するとはいっても，見た目に違う項であるのでそれらを同じと見るためには多少の訓練が必要である
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• x{x := N} ≡ N

• y{x := N} ≡ y, ただし xと yが異なる変数のとき

• (LM){x := N} ≡ (L{x := N})(M{x := N})

• (λy.M){x := N} ≡ λz.((M{y := z}){x := N}), ただし,z は M,N に自由な出現を持たな

い変数

代入の定義の最後のケースが非常にややこしいが，これの詳細と改善策については型付きラム

ダ計算の章で述べることにして，ここでは，例を与えるのみとする．

(λx.λx.x)1 → (λx.x){x := 1}

≡ λz.(x{x := z}){x := 1}

≡ λz.z{x := 1}

≡ λz.z

≡α λx.x

(λx.λy.xy)y → (λy.xy){x := y}

≡ λz.(xy{y := z}){x := y}

≡ λz.(xz){x := y}

≡ λz.yz

2.5 合流性と計算戦略

ラムダ計算の計算規則は，非決定的 (non-deterministic)である．すなわち，項M を計算する

やり方が 2通り以上あることがある．たとえば，(λx.x + 1)((λy.y + 2)3) という項は，以下の 2
つのレデックスを持つ．

(λx.x + 1)((λy.y + 2)3) → ((λy.y + 2)1) + 1

(λx.x + 1)((λy.y + 2)3) → (λx.x + 1)(3 + 2)

現実のプログラミング言語は，通常，決定的な計算規則をもつ3ので，ラムダ計算を現実のプロ

グラミング言語のモデルと考える場合には，適用可能な計算規則を制限する必要がある．適用で

きる計算規則を定めることを「計算戦略 (strategy)を定める」という．
ここでは，最も重要な 2つの計算戦略のみをあげる．

定義 4 [値呼び戦略, call-by-value] 関数呼びだし (λx.M)N の計算において，まず，実引数 N を

計算して，次に，その計算結果である v を M に代入して，項 M{x := v} を作り，最後にこの
項の計算を行い，結果を得る．

3これは必ずしも正確ではない．プログラミング言語の仕様書の中には，「どちらであるか決めない」ということによ
り，非決定的な計算規則を許すものがある．たとえば，C言語の仕様書では，関数の実引数を計算する順番は決まってい
ない．したがって，foo(a,b) という関数呼び出しにおいて，a と b ともに副作用をもつ計算の場合，どちらを先に計算
するかによって結果は異なることがある．また，並列プログラミング言語は必然的に非決定的である．
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定義 5 [名前呼び戦略, call-by-name] 関数呼びだし (λx.M)N の計算において，実引数 N を計

算せずに，項 M{x := N} を作り，この項の計算を行い，結果を得る．

計算結果のことを「値 (value)」と呼ぶので，第一の戦略は値呼びといわれる．第二の戦略は，
M{x := N} の計算において，N という実引数を (xという)名前で参照するので，名前呼びとい
われる．

計算の効率の面からいうと，値呼び戦略も名前呼び戦略も一長一短であり，どちらが常に優れ

ている，ということはない．そこで，両者の長所をとった必要呼び戦略 (call-by-need) というも
のがある．これは，名前呼び戦略に似ているが，M{x := N} という代入を行わずに (代入をして
しまうと，N が たくさんコピーされる可能性がある)，実際には N へのポインタをばらまくも

のである．N の計算が何回も呼ばれる可能性があるが，最初に呼ばれたときに N へのポインタ

の先を N の計算結果に置きかえてしまえば，2回目からは結果を拾うだけでよく，計算が高速に
なる．

2.6 再帰定理

ここまでのところ，型のないラムダ計算の体系は大変シンプルであるため，つまらない体系の

ように思える．実際，現代的プログラム言語はどれも，ラムダ計算よりはるかに豊富で複雑な構

文，計算規則をもっている．

次の定理は，その予想に反して，「計算」という観点では，型のないラムダ計算はとんでもない

力を秘めていることを示している．

定理 1 (計算可能関数) N を自然数の集合とし，Nn をN の n個の直積とする．

部分関数 f ;N n → N に対して，以下の条件は全て同値である．

• f はチューリング機械 (Turing Machine) で表現可能である．

• f は partial recursive function (帰納的部分関数)である．

• f は型のないラムダ計算で定義可能である．

チューリング機械は，非常に原始的なコンピュータ (というより，プログラム言語)であるが，
現代的な高性能コンピュータと同等の計算能力を持っている．したがって，上記の定理は，ラム

ダ計算も現存するあらゆる高性能なプログラム言語と同等の計算能力を持っていることを示して

いる．

今日のコンピュータ科学の最重要の基礎の1つである，Churchの提唱 (Church’s Thesis, Church-
Turingの提唱ともいわれる)は，計算可能 (部分)関数とは，上記のいずれかで定義される (部分)
関数のことと定義しよう，というものである．

上の定理は驚くべきものであるが，その証明の詳細をここで示すことはできない．そのかわり

に，証明の鍵となる定理を述べておく．

定理 2 (再帰定理 (Recursion Theorm)) 型なしラムダ計算において，再帰呼び出しは常に解

を持つ．すなわち，

どんな項 F と変数 x に対しても，fx = Ffx が成立する項 f を作ることができる．

ここで = は β-簡約によって一致させることができる，という意味である．
証明のためには

Y = λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx))
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というラムダ項 (Curry の不動点演算子, Y-combinator) を考えればよい．すると，

Y Fx ≡ (λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx)))Fx

→ (λx.F (xx))(λx.F (xx))x

→ F ((λx.F (xx))(λx.F (xx)))x

F (Y F )x ≡ F ((λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx)))F )x

→ F ((λx.F (xx))(λx.F (xx)))x

となり，Y Fx と F (Y F )x が β-簡約によって一致することがわかった．

例 4 自然数の階乗を求める関数 f は，Scheme言語では，以下のように定義される．

(define (f n)

(if (= n 0) 1

(* n (f (- n 1)))))

ラムダ計算では，以下のように書ける．

fn = (λf.λn.(if....))fn

これは fx = Ffx の形をしているので再帰定理により，この方程式は Y F という解を持つ．す

なわち，再帰呼び出しによる関数定義を，ラムダ計算の中でシミュレートすることができる．
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