
置換の自動証明タクティク 坂口和彦 (筑波大学)
置換は列に関する重要な概念の 1つであり、プログラムの検証においてもソートアルゴリズムの正当性の証明等で利用される。本発表では、
対話的定理証明器 Coq [3]上で、検証済みのマージソートとリフレクションを用いてリスト上の置換同値関係に関する自動証明を行う手法 [2]

を提案する。また、本手法の応用として部分的に末尾再帰化したマージソートの検証例を示す。

置換と置換同値関係
リスト rx1; . . . ;xnsの置換とは、その要素を並び換えて得られるリス
トである。例えば、リスト r1; 2; 3sの置換は以下の 6通りである。

r1; 2; 3s, r1; 3; 2s, r2; 1; 3s, r2; 3; 1s, r3; 1; 2s, r3; 2; 1s

リストX,Y が互いの置換であるとき、X,Y は置換同値 (X “perm Y )

である。“perm は同値関係であり、以下の補題が成り立つ。

@X,Y. X `̀ Y “perm Y `̀ X (1)

@X,X 1, Y. X “perm X 1 ô X `̀ Y “perm X 1 `̀ Y (2)

@X. X “perm XR (3)

where rx1; . . . ;xns `̀ ry1; . . . ; yms “ rx1; . . . ;xn; y1; . . . ; yms

rx1; . . . ;xns
R “ rxn; . . . ;x1s

置換同値関係に対する自動証明
上に示した補題群を用いることで、置換同値関係の両辺の `̀ , Rの
入れ子*の中に共通して現れる項を取り除く同値変形ができる。本研究
では、この操作を Coqのゴール中に現れる置換同値関係に対して行う
タクティク autopermを開発した。以下に、その同値変形の例を示す。

pA `̀ Bq `̀ pC `̀ Dq “perm pC
R
`̀ pB1

`̀ AR
qq `̀ D

ŋ

ŕ

ŕ

ŕ

ő

両辺の `̀ , R の入れ子を flattenr. . . sの形に変形する

flattenrA;B;C;Ds “perm flattenrC;B1;A;Ds
ŋ

ŕ

ŕ

ŕ

ő

両辺の flattenr. . . sの各要素に番号を付ける

flattenpmapf r4; 3; 2; 1sq “perm flattenpmapf r2; 0; 4; 1sq

where fp0q “ B1 fp1q “ D

fp2q “ C fp3q “ B

fp4q “ A fpnq “ rs p5 ď nq
ŋ

ŕ

ŕ

ŕ

ő

両辺の番号の列を降順にソートする

flattenpmapf psortěr4; 3; 2; 1sqq “perm flattenpmapf psortěr2; 0; 4; 1sqq
ŋ

ŕ

ŕ

ŕ

ő

simpl

flattenpmapf r4; 3; 2; 1sq “perm flattenpmapf r4; 2; 1; 0sq
ŋ

ŕ

ŕ

ŕ

ő

両辺の番号の列から重複を取り除く

flattenpmapf r3sq “perm flattenpmapf r0sq
ŋ

ŕ

ŕ

ŕ

ő

simpl

B “perm B1

* 実際には rs, :: , rconsp , q, catrevp , qも扱う。

マージソートの末尾再帰化
(*マージはアキュムレータ引数を追加して末尾再帰化する *)
Fixpoint merge ppďq : αÑ αÑ boolq pX Y A : α listq : α list :“
match X,Y with
| rs, ñ catrevpY,Aq | , rs ñ catrevpX,Aq

(* catrevは catrevpX,Y q “ XR
`̀ Y を満たす末尾再帰関数 *)

| x :: X 1, y :: Y 1
ñ

if x ď y then merge pďq X 1 Y px :: Aq else merge pďq X Y 1
py :: Aq

end.

(*以下の push, pop を用いてマージソートを構造的再帰の形で記述する [1] *)
Fixpoint push ppďq : αÑ αÑ boolq

pr : boolq pX : α listq pY : α list listq : α list list :“
match Y with
| rs :: Y 1

| rs as Y 1
ñ X :: Y 1

| Y :: Y 1
ñ

let Z :“ if r then merge pěq X Y rs else merge pďq Y X rs in
(* pěqは pλx y. y ď xqの略記 *)

rs :: push pďq p␣rq Z Y 1

(*この部分だけ tail callではないがスタックの消費量はOplognq *)
end.

Fixpoint pop ppďq : αÑ αÑ boolq
pr : boolq pX : α listq pY : α list listq : α list :“

if Y is Y :: Y 1

then let Z :“ if r then merge pěq X Y rs else merge pďq Y X rs in
pop pďq p␣rq Z Y 1

else if r then XR else X.

Fixpoint sort 1
ppďq : αÑ αÑ boolq pX : α listq pY : α list listq : α list :“

if X is x :: x1 :: X 1

then sort 1
pďq X 1

ppush pďq false pif x ď x1 then rx;x1
s else rx1;xsq Yq

else pop pďq false X Y.

Definition sort ppďq : αÑ αÑ boolq pX : α listq : α list :“ sort 1
pďq X rs.

マージソートの正当性の証明
定理 1 (sort sorted). pď1q, pď2q : αÑ αÑ boolがそれぞれ完全、推
移的であり、リストX : α listがď2でソート済みであるとき、リスト
sort pď1q X は以下の二項関係 ďでソートされた列となる。

x ď y
def
ðñ x ď1 y ^ p␣y ď1 x_ x ď2 yq

即ち、sort は安定ソートである。

定理 2 (perm sort). 任意の pďq : α Ñ α Ñ boolと X : α listについ
て、以下が成り立つ。

sort pďq X “perm X

置換同値関係に対する自動証明を用いて、定理 2とその補題を 33行
で証明した。

今後の予定
1. 置換同値関係以外（multiset等）への一般化
2. 末尾再帰化したマージソートを用いて自動証明自体を高速化
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